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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Betrachte den rechts abgebildeten PQR-Baum.
Modifiziere diesen PQR-Baum geméf den in der
Vorlesung angegebenen Operationen, so dass der
neue PQR-Baum zusétzlich noch die Restrikti-
on {a,b,d, g, h,i,j} erfiillt. Dabei sind alle Zwi-
schenschritte anzugeben und zu dokumentieren. b

c d e

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

c e b d h i ] h i ]

Die Anpassung der Wurzel am Ende verdndert den Baum nicht weiter.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Entscheide mit Hilfe des in der Vorlesung angegebenen Algorithmus, ob die unten an-
gegebene Merkmalsmatrix eine perfekte binédre Phylogenie besitzt oder nicht. Falls ja,
konstruiere einen phylogenetischen Baum, ansonsten gib eine Begriindung an, warum es
keinen geben kann.

M|la b ¢ d e f
A0 1 1 1 0 0
B0 0 1 1 0 0
clj0 0 0 1 0 1
D|0O 0 0 1 0 O
E|1 0 0 0 1 0
F10 0 0 0 1 0

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

Wir sortieren erst die Spalten absteigend (interpretiert als Bindrzahlen):

~

M\|d ¢ b f e a
A1 1.1 0 0 0
B|1 1 0 0 0 O
c|1 0 0 1 0 O
D 1 0 0 0 0 O
EFE |0 0 0 0 1 1
F {0 0 0 0 1 0
Erstellen der Strings:

sqa = dcb$

sg = dc$

sc = df$

SpD = d$

SE = 6(1,$

SF €$

Erstellen des Tries fiir {sa, s5, s¢, Sp, Sg, sr} ($ bereits entfernt).

Alle Kantenlabels tauchen tatsédchlich nur einmal auf.
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Vorname:

Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Gegeben sei die folgende 6 x 6-Distanzmatrix D. Entscheide mit Hilfe des in der Vorlesung
angegebenen Algorithmus, ob D additiv ist oder nicht. Falls ja, dann konstruiere einen
additiven Baum fiir D, ansonsten gib eine Begriindung an, warum es keinen geben kann.

D1 2 3 4 5 6
170 3 7 7 4 8
2 0 8 8 5 9
3 0 4 7 5
4 0o 7 3
) 0 8
6 0

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

Das Maximum ist Dog = 9, also gilt D, =9 — %(ng + Doy — Dyy):

/!
TrorTrs 9 9 9
(7) (7) (7)
2|1 09999
3 0363 (6) (6)
4 062 (3) (3)
5 06 !! (2)
6 C QO @ W06 OION0J0I0I0I0IO.

Wie oben angegeben besitzt D’ einen (nach dem aus der Vorlesung berechnetet) ultrame-
trischen Baum.

Nach dem Lemma miissen nun noch die zum Blatt ¢ inzidenten Kanten um 9 — Dy,
erniedrigt werden, was machbar ist:

ST W NP

9 — My,
9— My, [9-3=6
9— My | 9—0=

9— Mys | 9—8=
9— My, | 9—8=1
9— Mys | 9—5=4
9— Mg | 9—9=0

Kein Kantengewicht wird dabei negativ, also ist der konstruierte Baum und somit auch
die gegebene Matrix additiv.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 (8 Punkte)
Sei (V, M, F') eine Eingabe fiir das Bounded Degree Interval Sandwich Problem, wobei

V = {a,b,c,d,e, [},
M= {{a.b} {ach (b db {e.eh {d 1 Ae £
Fo= {{ar). e ) e )}

a) Weise anhand der Definition nach, dass X = {a, b, c,d} C V ein 4-zuldssiger Kern ist.

b) Betrachte den 4-zuldssigen Kern X = {a,b,¢,d} C V. Lésst sich dieser geméfl des
Erweiterungslemmas zu einem Layout fir Y = X U {e} mit d = 4 erweitern?

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

a) Wir weisen dazu die 6 Bedingungen der Definition fiir E a 1
einen d-zuldssigen Kern nach. Sei dazu das folgende Lay- —b— e
out L(X) fiir den Kern X in der Abbildung rechts gegeben. E d ]

1) V{v,wte M (3): I(v)NI(w)# 0
MnN ()2() = {{a,b},{a,c},{b,d}} und die 3 zugehorigen Intervall-Paare iiberlappen
sich.
2) Vv,wle F (3): I(v)nI(w) =0
Fn ()2() = {{b, c}} und die zugehorigen Intervall-Paare tiberlappen sich nicht.
3) Vo e AX): r(I(v)) = max{r(l(w)) : we X}:
A(X) = {c¢,d} und r(1(b)) < r(I(a)) < r(I(c)) = r(I(d)) und somit gilt die
Bedingung.
4) Yv € X \ A(X) : I(v) schneidet hochstens d = 4 andere Intervalle:
X\ A(X) ={a,b} und I(a) bzw. I(b) schneiden 3 bzw. 2 andere Intervalle. Somit
gilt die Bedingung.
5) Yo € A(X) : I(v) schneidet hochstens d — |E(v, X )| andere Intervalle, wobei
Ew,X)={{v,u}eM|w¢X}:
A(X) = {c,d} und |E(c, X)| = {{c,e}} baw. |E(d, X)| = {{d, f}}. Weiterhin
schneidet I(c) bzw. I(d) hochstens 4 — 1 = 3 andere Intervalle, ndmlich 2 bzw. 3.
6) JACY) <d— 1.
Es gilt [A(X)| = [{c,d}|=2<4—-1=d—-1.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

b) Wir weisen fiir den 4-zuléssiger Kern X nach, dass ¥ = X U {v} mit v = e eine
Erweiterung zu einem 4-zuldssigen Kern ist, indem wir die 4 Bedingungen des Lemmas
nachweisen:

1) {v,w} ¢ F fiir alle w € A(X):
A(X) = {c,d} und es gilt {c,e} ¢ F bzw. {d,e} ¢ F.

2) X ein d-Layout L besitzt, so dass I(u) fiir alle u € A(X) mit {u,v} ¢ M hochstens
d — |E(u, X)| — 1 andere Intervalle schneidet:

Wir betrachten das obige 4-Layout L(X). Wieder ist A(X) = {c,d} und es gilt
E(e, X) = {{c,e}} bzw. E(d, X) = {{d, f}}, wobei {c,e} € M bzw. {d,e} ¢ M.
Fiir I(c) ist also nichts zu zeigen. Das Interval I(e) schneidet 3 andere Intervalle,
darf aber maximal d — |E(u, X)| —1 =4 — 1 — 1 = 2 andere Intervalle schneiden.
Also ist eine Erweiterung von X zu Y nicht moglich.

3) JAX)| <d—|E(v,Y)]:

Wieder haben wir A(X) = {c¢,d} und E(e,Y) = {e, f}. Somit gilt offensichtlich
JAX)|=2<4—-1=d—-|E(e,Y)].

1 JAY) <d-1.
Es gilt A(Y) = {d, e} und somit A(Y)=2<4—1.

Wegen Punkt 2 ist eine Erweiterung von X zu Y nicht moglich.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Sei D eine n X n-Distanzmatrix und sei G(D) (V E,~) der zu D gehorige gewich-
tete ungerichtete Graph, wobei V = [1 : n], E = (}) = {{v,w} : v#w €V} und
+(v,w) = D(v, w).

Zeige, dass D genau dann ultrametrisch ist, wenn es in jedem einfachen Kreis in G(D)
mindestens zwei Kanten mit maximalem Gewicht gibt.

Hinweis: In einem einfachen Kreis C' = (vq,...,v,) der Lange ¢ haben genau dann min-
destens zwei Kanten maximales Gewicht in C, wenn es j # k € [1 : (] gibt, so dass

’Y(Ujavjﬂ) = Y(Uk, Vrg1) = max {y(vs, viy1) @ 3 € [1: L]},
wobei vy = vy gilt.

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

Wir miissen die Aquivalenz beweisen, also zwei Implikationen.

<: Zuerst halten wir fest, dass eine Distanzmatrix nach Definition definit und sym-
metrisch ist. Wenn es in jedem einfachen Kreis in G(D) mindestens zwei Kanten mit
demselben maximalem Gewicht gibt, dann auch in jedem Kreis der Lange genau 3. Dies
ist die Dreipunktebedingung, von der wir in der Vorlesung nachgewiesen haben, dass
daraus die ultrametrische Dreieckungleich fiir D folgt.

=-: Sei also jetzt D ultrametrisch, Betrachte einen Kreis C' = (vy,...,v,) der Lénge .
Wir fithren den Beweis mit Induktion iiber die Lénge des Kreises, dass es in C' mindestens
zwei Kanten maximalen Gewichts gibt.

A. (¢ = 3) Nach der Dreipunktebedingung gilt fiir einen ultrametrische Matrix, dass
in allen Kreisen der Lénge 3 darin die beiden maximalen Distanzen gleich sind.

I.S. (¢ —1 — €) Betrachte das Dreieck (vq, va,v,). Wenn in diesem y(v1, v2) = y(v1, vp)
gilt, dann gilt dies natiirlich auch im Kreis C' (eventuell nicht mit maximalem Gewicht
in C).

Wenn dies nicht der Fall ist, muss wegen der Ultrametrik von D und der Dreipunk-
tebedingung gelten, dass v(v1,v2) = 7(ve,ve) oder y(vy,vy) = v(va,vp). O.B.d.A. gelte
also v(vy,v2) = ~y(ve,vy). Betrachte nun den Kreis C' = (vy,...,v,) der Lénge ¢ — 1.
Nach Induktionsvoraussetzung haben in C’ zwei Kanten dasselbe maximale Gewicht.
Sofern keine der beiden Kanten (vq,v,) ist, haben diese beiden (oder eben (v, vs) und
(v1,v) beide) auch im Kreis C' dasselbe maximale Gewicht (es muss dann mindestens
v(ve,vp) > max{(vy, v9), (v1,v)} betragen).

Andernfalls ist (vq, vp) eine Kante maximalen Gewichts und es muss nach Induktionsvor-
aussetzung eine weitere Kante (v;,v;) in C’ geben. Da nun (vs, v;) eine Kanten maximalen
Gewichts in C” und auch eine Kante maximalen Gewichts in (vy, vq, vy) gilt:

’Y(U1,U2) = 7(02,1)@) = ’Y(Uz‘,vj)-

Damit ist vy(vy,v2) = (v, v;) und der Kreis C' besitzt zwei verschiedene Kanten (vy, v)
und (v;,v;), die maximales Gewicht in C' besitzen.
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