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Nach Bearbeitung dieses Ubungsblattes sollten Sie:

Check

Regulédre Ausdriicke zu einer informell beschriebenen Sprache erstellen kénnen.

Das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen kennen.

Mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen kontrapositiv Beweise fithren
koénnen.

Mit der Relation Rp, auf einer formalen Sprache L umgehen kénnen.

Den Satz von Myhill-Nerode kennen und anwenden koénnen.

Den Minimalautomaten aus einem gegebenen Automaten konstruieren kénnen.

Diese Ziele sind wichtige Hinweise fiir die Klausur!

Aufgabe 4-1 schriftlich bearbeiten
regulidre Ausdriicke

Fiir alle reguldren Ausdriicke aq, ag, ag gilt L( ((a1|ag) | as) > = L( (a1 | (ag]as)) )
Deshalb konnen Sie in dieser Aufgabe die Schreiberleichterung (o|ag|as) anstelle der voll
geklammerten Formen benutzen, aber ansonsten nur Konstrukte aus der Definition der
regulidren Ausdriicke.

Sei L die Sprache der Literale fiir Gleitpunktkonstanten wie +314.15926535e-2 in Program-
miersprachen. Dabei soll gelten: Alle Vorzeichen sind optional. Fithrende Nullen sind erlaubt
(brauchen also keine Sonderbehandlung).

Vor und hinter dem Dezimalpunkt muss jeweils mindestens eine Ziffer stehen, aber es diirfen
beliebig viele sein. Der Exponent-Anteil ab e darf entfallen, aber wenn er vorhanden ist, muss
er mindestens eine Ziffer enthalten.

Geben Sie einen reguldren Ausdruck § an, so dass L(f) = L ist.



Losungsvorschlag:

Y={+,—-,.¢01,23,4,56,7,89}

Erste Idee, die aber nicht dem Formalismus entspricht:
a=(0[1[2]3[4]5[6]7[8]9)
8= (el+|-)a*. a* (e | e(el+]-)a*)

Das so definierte 3 ist aus zwei Griinden kein regulédrer Ausdruck wie im Buch definiert:

e Die Definition der regulidren Ausdriicke enthilt keinen T-Operator.
(Es wiire allerdings kein Problem, einen T-Operator zu erlauben.)

Man muss at anders ausdriicken, zum Beispiel durch aa™
e Die Definition der reguldren Ausdriicke enthilt keine Variablen wie a.
(Wiirde man Variablen erlauben, kénnte man damit nichtregulére Sprachen definieren.)

Man muss « durch Einsetzen beseitigen, was in diesem Fall mdoglich ist.

Endgiiltige Losung
B = (¢l+1=) (0[112/314[51617[319) (O[11213/415/6/71819)* . (0]1]23(4]5/6/71819) (011]2/314]5]617[8]9)*
(= | elelI=) (OI11213/415[6/718]9) (0]1[2]3}4]516]7]3]9)* )

Hinweise

Das Zeichen . hat keine Sonderbedeutung in diesem Formalismus.
(Es hétte eine Sonderbedeutung in ,regulédren Ausdriicken” aus Programmiersprachen.)



Aufgabe 4-2 schriftlich bearbeiten
Pumping Lemma (regulér)

Es sei ¥ = {a,b} und fiir w € ¥* sei |w|, die Anzahl der a’s und |wl, die Anzahl der b’s im
Wort w.

Sei L= { we X* ‘ |wlq < |wlp } die Menge aller Worter, die mehr b’s als a’s enthalten.

Beweisen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass L nicht vom Typ 3 (regulér) ist.

Losungsvorschlag:

Erst mal ein paar Beispiele, um L besser zu verstehen:
abb, bab, bba, b, bbbb €L
aab, aba, baa, a, abab, € ¢ L

Behauptung: L ist nicht vom Typ 3 (regulér)

Beweis: Widerspruchsbeweis mit dem Pumping-Lemma

Annahme: L sei vom Typ 3 (regulér).
Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl von L.
Betrachte z = a™b"*! € L. Es gilt |2] =2n +1 > n.

Sei z = wvw eine Zerlegung mit
1< |y luv| <n Vi e N gilt uv'w € L

Fiir diese Zerlegung gilt uvw = a™b"*! und |uv| < n.
Im Teilwort v kann also kein b vorkommen.
Also ist v = a” fiir ein k € N mit 1 < k < n.

Dann ist uv?w = o™tk "+l ¢ L Widerspruch.






Aufgabe 4-3 Aquivalenzrelation R; und Pumping-Lemma

Sei ¥ = {a,b,c} und L = {b,c}* U {a"b™c™ | k >0, m > 0}

a) Zeigen Sie, dass der Index von Ry, unendlich ist.

Definition fiir z,y € ¥*:
rRpy gdw. firalleze X*gilt 22€L & yz€L

Loésungsvorschlag:

Informelle Uberlegung:

T,y € c c c c

abe eL ¢L ¢L ¢L ¢L
ab’c ¢L €L ¢L ¢L ¢L
ab3c ¢L ¢L eL ¢L ¢L
ab*c ¢L ¢L ¢L €L @ ¢L

Formaler Beweis:

r = abc _ oy
Sei y=ablc sei z=¢""!,  dann ist w2 = ab -CZ- €L
"y yz = ablc® ¢ L

Die unendlich vielen Worter der Form ab’c mit i € N\ {0}
stehen also paarweise nicht in der Relation Ry,.

Das heift, Index(Ry) = oc.
Nach dem Satz von Myhill/Nerode (Buch S. 34) folgt daraus: L ist nicht vom Typ 3
(regulér).



b) Zeigen Sie, dass L die Pumping-Lemma-Bedingung erfiillt, das heifst:

dn € N (Pumping-Lemma-Zahl von L) so dass

Vz € L mit |z| > n gilt

Ju,v,w € ¥* mit z = uvw (Zerlegung von z) so dass
1. 1< |y
2. luv| < n
3. Vi€ N gilt uwwiw € L.

Loésungsvorschlag:

Wir zeigen, dass L die Pumping-Lemma-Bedingung fiir n = 1 erfiillt.

Beweis:
Fiir z € L mit |z| > n =1 gibt es nur folgende Falle:

Fall z = b | € {b,c}* |
~~
E=U (% w

Dann: Vi € N gilt uv'w = b'w € {b,c}* C L.

Fall z = c | € {b,c}* |
~
e=u v w

Dann: Vi € N gilt uv'w = c¢'w € {b,c}* C L.

i m m 721, m>1
——
Fall - = a |a a|b blc c|
~—~—
E=u v w

Dann: Vi € N gilt wviw = a’w = a7 b"c™ € L

m m m>1
Fall - = a |b ch c|
~—
e=u v w

Dann: fiir i = 0 gilt uv®w = w = b™c™ € {b,c}* C L.
Vi > 0 gilt wo'w = a'w = a* b™c™ € L.

Fiir jedes z € L mit |z| > n = 1 gibt es also eine Zerlegung z = wvw mit 3.
Da in allen Féllen |u| = 0 und |v| = 1 ist, gilt fiir jede dieser Zerlegungen auch 1. und 2.

c) Was bedeutet dieses Ergebnis fiir das Pumping-Lemma?

Loésungsvorschlag:
L ist nicht regulér, erfillt aber trotzdem die Pumping-Lemma-Bedingung.

Also gilt die Gegenrichtung des Pumping-Lemmas nicht.
Es liefert nur eine notwendige Bedingung fiir die Regularitét, aber keine hinreichende.

Pragmatischer:

Die Nichtregularitit einer Sprache kann man oft durch Widerspruchsbeweis mit dem
Pumping-Lemma zeigen, aber das klappt nicht immer. Es gibt nichtreguldre Sprachen,
fiir die man mit dem Pumping-Lemma keinen Widerspruch konstruieren kann.
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Aufgabe 4-4 schriftlich bearbeiten
Minimalautomat

Der folgende deterministische endliche Automat M akzeptiert die Menge aller natiirlichen
Zahlen in Dezimalschreibweise, aber ohne fiihrende Nullen und ohne Vorzeichen. Sei M =
(Z,%,0,A,{B,E}) mit Z ={A,B,C,D,E} und ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und 6 gegeben
durch den Zustandsgraph:

Konstruieren Sie den Minimalautomaten nach dem Verfahren aus dem Buch (S. 38). (Héufig
wird dieses Verfahren als Table-Filling Algorithmus bezeichnet)

Losungsvorschlag:

1. Tabelle (Matrix), Zeilen/Spalten indiziert mit Zustidnden

Markierungen in der Tabelle bedeuten
,verschiedenes Akzeptanzverhalten®.

Diese Beziehung ist symmetrisch und irreflexiv.
Deshalb ist nur der Teil unter der Hauptdiagonalen relevant.

H O QW »=

A B C D E
Zwei Zustdnde haben verschiedenes Akzeptanzverhalten, wenn es ein Wort w € X* gibt,
das ausgehend vom einen akzeptiert wird und ausgehend vom anderen nicht.

Dann konnen diese Zustdnde nicht zu einem verschmolzen werden.
Denn falls der Automat in diesen verschmolzenen Zustand kidme und das Restwort w wire,
wére nicht mehr unterscheidbar, ob er akzeptieren soll oder nicht.

2. Initiale Markierung

A
B *]
Alle Paare Endzustand/Nicht-Endzustand C N
(sie haben verschiedenes Akzeptanzverhalten fiir ¢) D %
E | * * | *
A B C D E



3. Vervollstindigen der Tabelle

i BN g und g bereits markiert: markiere g ...... g —
2 & g und g bereits markiert: markiere 2 ................ C x| %
D> |
g L g und g bereits markiert: markiere g e B | % x| *|*
""" ABCDE
g 2 g und lC) unmarkiert
D 1 D D bleibt unmarkiert
C 13 p und 7 unmarkiert

e Ein Paar kann markiert werden, sobald der Test fiir ein Element von X
das Ergebnis ,Zielpaar bereits markiert hat.
Der Test fiir andere Elemente von ¥ ist dann iiberfliissig.

e Ein Paar bleibt nur dann unmarkiert, wenn der Test fiir alle Elemente von X
das Ergebnis ,Zielpaar unmarkiert” hat.

Obendrein kann sich dieses Ergebnis &ndern, wenn neue Marken hinzukommen.
Der Test fiir unmarkierte Paare muss also so lange wiederholt werden,
bis sich nichts mehr dndert.

Erlduterung zur Vervollstandigung:
Wenn g markiert sind, haben sie verschiedenes Akzeptanzverhalten.
Es gibt also ein Wort w (némlich e, aber man braucht es nicht zu kennen),

das ausgehend vom einen Zustand akzeptiert wird, vom anderen nicht.

Wegen g U g haben auch g verschiedenes Akzeptanzverhalten,

denn das Wort Ow wird ausgehend vom einen akzeptiert, vom anderen nicht.

Aus dem verschiedenen Akzeptanzverhalten von E und C folgt also
verschiedenes Akzeptanzverhalten des Vorgéngerpaars F und B.

4. Minimalautomat

Laut End-Markierung der Tabelle haben C' und D gleiches Akzeptanzverhalten,
alle anderen Paare verschiedenes.

Also werden C und D verschmolzen, der Rest bleibt wie in M.




